
جمـــــــــــــع 
گــــــاوسی!

یک مسئله و 
چند راه‌حــــــل

مسئله: مطلوب است تعیین حاصل‌جمع زیر: 
S ... (n ) n ?= + + + − + =1 2  حسین‌کریمی1

روش اول؛ روش گاوس
در تاریــخ ریاضیات آمده اســت که کی دانش‌آموز دبســتانی به نام کارل 
 ، S ...= + + + +1 2 99 فرید‌ریش گاوس، برای تعیین حاصل‌جمع 100

به‌صورت زیر عمل کرد: 

ــــــــــــــــــــــــــــــــ

S ...
S ...

S ... S

= + + + +
= + + + +

×
= + + + + ⇒ = =

1 2 99 100
100 99 2 1

100 1012 101 101 101 101 5050
2

بدین‌ترتیب برای تعیین مجموع n عدد طبیعی، نخست داریم: 
‌S ... (n ) n
S n (n ) ...

n(n )S (n ) (n ) ... (n ) (n ) S

= + + + − +
= + − + + +

+
= + + + + + + + + ⇒ =

1 2 1
1 2 1

12 1 1 1 1
2

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

اين روش را که به »روش گاوس« معروف است، روش اول می‌نامیم. 

 مثال: مجموع روبه‌رو را تعیین کنید: 
S ...= + + + +26 27 120 121

الف(  
S ( ... ) ( ... )= + + + + − + + + +1 2 120 121 1 2 24 25

S × ×
= − =

121 122 25 26 7056
2 2

ب(

S +
= × =

26 121 96 7056
2

 

و ختم  a1 یعنی مجموعn عدد طبیعی متوالی با شروع از 
. n

n
(a a )

S n
+

= ×1
2

به an عبارت است از :

اکنون می‌خواهیم برای نشــان دادن درســتی 
n(n از روش‌های  )... n +

+ + + =
11 2

2
تســاوی 

دیگر نیز اســتفاده کنیم و راه‌حل‌های متمایزی 
ارائه دهیم. 

روش دوم؛ استفاده از مساحت

در ســتون اول، یک مربع به ضلع واحد، در ستون دوم دو مربع، در 
ستون سوم سه مربع، ... و در ستون nام، n مربع به ضلع واحد را در 

نظر می‌گیریم. 
بدیهی است که سطح یک واحد مربع، نشان‌دهندة یک مربع است. 
( ... (n ) n)+ + + − +1 2 1 پس برای تعیین تعــداد همة مربع‌ها 

کافی است به مساحت مثلث AOB، مساحت n مثلث‌ هاشورخورده 
1 واحد مربع( را اضافه کنیم: 

2
)هر کدام به مساحت 

n n n n n n(n )S × + +
= + = =

2 1
2 2 2 2

بنابراین مشاهده می‌کنیم:

n(n )... (n ) n +
+ + + − + =

11 2 1
2
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روش سوم؛ استفاده از پاره‌خط‌ها 
می‌دانیم که تعــداد پاره‌خط‌های واصل بیــن رأس‌های کی مثلث 
)ســه‌ضلعی( ســه پاره‌خط، بین رأس‌های کی چهارضلعی، شــش 

پاره‌خط و بین رأس‌های کی پنج‌ضلعی، ده پاره‌خط است: 
AB, BC,CA → + =1 2 3  

AB,AC,AD,BC,BD,CD → + + =1 2 3 6

 

AB,AC,AD,AE,BC,BD,BE,CD,CE,DE
→ + + + =1 2 3 4 10

تمرین: با رسم کی شش‌ضلعی محدب، تعداد پاره‌خط‌های رسم‌شده 
بین رأس‌ها را مشخص کنید و نشان دهید:

+ + + + =1 2 3 4 5 15

تذکر: با توجه به الگوی فوق می‌توان گفت: مجموع تعداد ضلع‌ها و 
ضلعی محدب عبارت است از:  n +1 قطرها در

 ... n+ + +1 2 3         )1(
ضلعی محدب، از هر رأس می‌توان به n رأس  n +1 در واقع در کی 
دیگر وصل کرد که همیشــه 2 پاره‌خط، ضلع محســوب می‌شوند و
n پاره‌خط دیگر، قطر. اما می‌دانیم بین پاره‌خط AB و پاره‌خط  −2
n(n را نصف کنیم.  )+1 BA تمایــزی وجود ندارد. پس باید تعداد 
ضلعی محدب  n بدین‌ترتیب تعداد پاره‌خط‌های رسم‌شده در کی1+

)ضلع‌ها و قطرها( برابر است با:
 n(n )+1

2
        )2(

حال با توجه به 1 و 2 داریم: 
n(n )... n +

+ + + =
11 2

2

روش چهارم؛ زیرمجموعه‌ها 
می‌دانیم در کی مجموعة n عضوی به‌تعداد 2n زیرمجموعه 

داریم: 
} تعداد زیرمجموعه‌ها برابر است با:  }a,b,c مثلًا در مجموعة

32= که عبارت‌اند از:  8

{ } { } { } { } { } { } { }, a , b , c , a, b , c,a , c, b , a, b,c∅

Sn تعداد زیرمجموعه‌های دوعضوی را با ، nA +1 در مجموعة
نشان می‌دهیم. به مثال زیر توجه کنید: 

{ }n A a,b S= → = → =2 11 1

{ }n A a,b,c S= → = → = +3 22 1 2

توجه داریم که زیرمجموعه‌های دو عضوی در ‌A3 عبارت‌اند 
از: 

{ } { } { }a, b , c,a , c, b

{ }n A a,b,c,d S= → = → = + +4 33 1 2 3

در مجموعة چهار عضوی A4، شــش زیرمجموعة دو عضوی 
داریم که عبارت‌اند از: 

{ } { } { } { } { } { }a, b , c,a , c, b , d,a , d, b , d,c

{ }n A a,b,c,d,e S= → = → = + + +5 44 1 2 3 4

تمرین: برای مجموعة پنج‌عضوی ‌A5 نشان دهید که تعداد 
زیرمجموعه‌های دو عضوی برابرند با: 

 S = + + + =4 1 2 3 4 10
تذکر: بــا توجــه به الگــوی فوق می‌تــوان گفــت تعداد 
n عضوی  زیرمجموعه‌های دو عضــوی در کی مجموعة 1+

برابر است با:
... n+ + +1 2 3         )3(

n عضــوی، در تعیین تعداد  در واقــع در کی مجموعة1+
زیرمجموعه‌هــای دو عضوی، توجه داریــم که برای انتخاب 
 n ،انتخاب و بــرای تعیین عنصر دوم n عضو نخســت، 1+
}وجه  } { }b,a , a, b انتخاب متمایز داریــم. اما بین انتخاب
تمایزی قائل نیســتیم. بنابراین تعــداد زیرمجموعه‌های دو 

n عضوی عبارت است از:  عضوی در کی مجموعة1+
n(n )+1

2
        )4(

n
n(n )S ... n +

= + + + =
11 2

2
اکنون با توجه به 3 و 4 داریم:
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